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Del I: Uppgift 1-9
Del II: Uppgift 10-16

Anvisningar

Provtid Totalt 240 minuter f6r del [ och II tillsammans. Vi rekommenderar att du
anvénder hogst 120 minuter for arbetet med Del L.

Hjidlpmedel  Del I: "Formler till nationellt prov i matematik kurs E"
Observera att minirdknare ej dr tillaten pa denna del.

Del II: Miniréknare (grafritande, 4ven symbolhanterande) och formelblad.

Provmaterial ~ Allt provmaterial inlimnas tillsammans med dina 16sningar.
Skriv namn och klass pa de papper du limnar in.
Losningarna till Del I ska ldmnas in innan du far tillgang till minirdknaren.
Redovisa darfor ditt arbete pa Del I pa separat papper. Observera att
arbetet med Del II kan paborjas utan tillgang till minirdknaren.

Provet Varje uppgift inleds med ett uppgiftsnummer. Dérefter foljer provbankens
identifikationsnummer, som anges inom parentes. P4 niista rad anges
maximala antalet poéng som du kan f& for din 16sning. Om en uppgift kan ge
2 g-poidng och 1 vg-poing skrivs detta 2/1.

Till de flesta uppgifter riacker det inte med bara ett kort svar utan det krivs

att du skriver ned vad du gor, forklarar dina tankegangar, ritar figurer vid
behov och att du vid numerisk/grafisk problemldsning visar hur du anvinder
ditt hjialpmedel. Till de uppgifter dér det str Endast svar fordras behdver
bara svaret anges.

Uppgift 9 &r en storre uppgift, som kan ta upp till 1 timme att 16sa fullstéindigt.
Det dr viktigt att du forsoker 16sa denna uppgift. T uppgiften finns en
beskrivning av vad ldraren ska ta hinsyn till vid bedémningen av ditt arbete.
Forsok att 10sa alla uppgifterna. Det kan vara relativt Litt att dven i slutet av
provet fi ndgon poéng for en paborjad 16sning eller redovisning.

Betygsgrinser Ansvarig lirare meddelar de grénser som giller for betygen "Godkiint" och
"Vil Godként" for del I och II tillsammans. Fér att 3 betyget "Mycket vil
godkint" ska kraven for "Vil godként" vara vil uppfyllda. Dessutom kommer
ldraren att ta héinsyn till hur vil du 15ser eventuella c-uppgifter.

Namn:
Skola: Klass/program:
Kvinna I:I Man [:I Annat modersmal #n svenska D

Prov och provmaterial som ska ateranvindas omfattas av sekretess enligt 17 kap 4§
offentlighets- och sekretesslagen. Avsikten ir att prov och provmaterial ur provbanken ska
kunna ateranviéndas genom att I6senordsskydda ingaende material. Vid sekretessbedomning
ska detta beaktas.
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Uppgiftnr 1 (5855)
1/0, 2/0

Skriv de komplexa talen pa formen a + bi

a) (5-4)(5+4) Endast svar fordras
b) 5+ ST
3-41

Uppgift nr 2 (6037)
2/0

Los ekvationen z? =2z —4

Uppgift nr 3 (5859)
3/0

Bestdm den 16sning till differentialekvationen 3" — 6y’ —7y =0 for vilken
y(0)=7 och y'(0)=9
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Uppgift nr 4 (5856)
2/0

Det omrade som begrénsas av kurvan y =+/x+1, linjen x =3 och x-axeln fir rotera
runt x-axeln. Berdkna rotationskroppens volym.

yh

Uppgiftnr 5 (5858)
2/0

i

Skriv talet /2 ¢4 pa formen a + bi
Forenkla svaret sa langt som méjligt.

Uppgift nr 6 (5857)
11

z, = 8(cos80° +isin80°)
Bestdm z, sd att z,z, = 24i
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Uppgift nr 7 (5860)
0/1

Vilket av alternativen A-D beskriver bést det markerade omradet i det komplexa
talplanet? Endast svar fordras

Imz ‘
2-

A) |z-2i|<lochRez<2
B) |z-2-i|<lochRez>2
C) |z-2iKlochRez>2
D) |z-2+i[2lochRez<?2

Uppgift nr 8 (5381)
2/0, 02/
Funktionen f dr definierad genom f(x) =3x* —4x® —12x? + 24x

a) Visaattf har en lokal maximipunkt f6r x =1

b)  Visaatt f har en lokal minimipunkt i intervallet x <0 och
bestdm dess x-koordinat.
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Uppgift nr 9 (5864)

3/4/a

Vid beddémningen av ditt arbete med denna uppgift kommer l4raren att ta hansyn till:

Hur val du utfér dina berakningar

Hur langt mot en generell I6sning du kommer
Hur val du motiverar dina slutsatser

Hur véal du redovisar ditt arbete

Hur vél du anvander det matematiska spraket

I den hir uppgiften ska du studera tredjegradsekvationer av typen z° +az+b =0, dir a och
b ér reella tal.

Du ska bestimma antalet reella och antalet icke-reella rotter till ekvationen for olika virden pa
aochb.
Du fér utg ifrén att tredjegradsekvationer har 3 rotter, se faktarutan.

FAKTARUTA

Antal rotter till ekvationer
En andragradsekvation med reella koefficienter har antingen tva reella rétter, en reell
dubbelrot eller tvé icke-reella rétter. Om man riknar dubbelroten som tva rétter kan
man séga att en andragradsekvation alltid har tva rétter.
P& motsvarande siitt giller det att tredjegradsekvationer har tre rétter,
fjardegradsekvationer har fyra rétter, osv

Bérja med fallet a # 0, b =0, det vill siga ekvationen z° +az =0
Undersdk, for ndgra olika vérden pa a, antalet reella och antalet icke-reella rotter

till ekvationen z°’ +az =0
(som direkt inses &r en av rétterna z =0 som #r ett reellt tal).

Sammanfatta resultaten av dina undersdkningar i en tabell:

a Antal reella rétter | Antal icke-reella rétter
1

-1

OO0

Formulera en slutsats om antalet reella och icke-reella rotter till ekvationen
ifallet 5=0

Undersok sedan fallet a =0, b # 0, det vill siiga ekvationen z* + b =0, for olika
vérden pa b.

Formulera en slutsats om antalet reella och icke-reella rotter till ekvationen

i detta fall.
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Undersdk slutligen fallet a > 0,5 # 0 godtyckligt.

Formulera och bevisa en slutsats om antalet reella och icke-reella rotter till
ekvationen i detta fall.

En tredjegradsekvation har hégst tre reella rotter.
Sammanfatta de slutsatser du har dragit i $vriga punkter och ange

antalet reella rétter som ekvationen z* +az +5b =0 kan ha.
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Uppgift nr 10 (6038)
2/0

Bestdm y(5) da 5y’ —y =0 och y(0)=10

Uppgiftar 11 (6039)
1/0, 1/0, 0/2

I en bakterieodling véixer antalet bakterier under de forsta 30 timmarna med en hastighet som
ar 5 % av den aktuella mingden per timme. Fran bérjan &r antalet bakterier 200.

Lét y(r) vara antalet bakterier ¢ timmar efter odlingens bérjan.

a)  Stall upp en differentialekvation for bestimning av y(¢) for 0 <t <30

b)  Bestim funktionen y(¢) for 0 <¢ <30

Efter 30 timmar dkar man temperaturen vilket far till f51jd att antalet bakterier under de

dérefter foljande 20 timmarna véxer med en hastighet som #r 7 % av den aktuella mingden
per timme.

¢) Bestdm funktionen y(f) for 30 <t <50

Uppgift nr 12 (5869)
1/1, 0/1
Volymen av en sfirisk ballong 6kar med hastigheten 600 cm®/min.
a)  Med vilken hastighet kar radien i det 6gonblick da den &r 5,0 cm?

b)  Med vilken hastighet kar ballongens area i det dgonblick d4 radien #r 5,0 cm?

Uppgift nr 13 (6018)
0/1, 0/1
Funktionen f har derivatan f'(x) = e’ _oginx
a)  Visa att funktionen /* har en lokal maximipunkt.

b)  Bestim maximipunktens x-koordinat med minst tre virdesiffror.
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Uppgift nr 14 (5871)

0/1
4 xz
Volymen av en rotationskropp ges av integralen © J. 5 dx
l+x
0

Bestéim ett omrade 1 forsta kvadranten som vid rotation kring x-axeln ger upphov till den
rotationskropp vars volym ges av den givna integralen.

Uppgift nr 15 (6020)
0/3/a

En trddgardsdamm har samma form som den rotationskropp som bildas di det omréide i forsta
2

kvadranten som begrinsas av kurvan y = f_2 , linjen y =3 och y-axeln, roterar kring y-axeln.

T L] L) —'
2 4 6 X

1 Le. i figuren motsvarar 1 dm.

Vatten rinner in i dammen med hastigheten u(¢) liter/min, dér ¢ 4r tiden i minuter
och u(t) =10+0,4¢. Vid ¢ = 0 d&r dammen tom.

Hur lang tid tar det att fylla dammen?
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Uppgift nr 16 (6017)
02, 0/1/a

a)  Allalosningar till differentialekvationen y'—2y =0 ska dven vara l6sningar till
differentialekvationen y” —ay'+ay = 0. Bestim Konstanten a s att detta giller.

b)  Undersok om omvéndningen giller for detta vérde pa a, det vill séiga om alla 16sningar till
y'—ay'+ay =0 ir16sningar till y' -2y =0
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Beddmningsanvisningar

Inom parentes anges ett exempel pé ett godtagbart svar.

Uppgiftnr 1 (5855)

Max 3/0
a) Korrekt svar (41) +1g
b)  Godtagbar ansats, t ex forlinger med konjugatet +lg
med i Svrigt godtagbar 16sning med korrekt svar (— é + %J +lg
Uppgift nr 2 (6037)
Max 2/0
Godtagbar metod +lg
med i Ovrigt godtagbar 16sning med korrekt svar (z =1+ i3 ) +lg
Uppgift nr 3 (5859)
Max 3/0
Korrekt uppstilld och 16st karakteristisk ekvation +lg
med korrekt allmén 16sning till differentialekvationen +lg
med i dvrigt godtagbar 16sning med korrekt svar ( y =5¢™ + 2e’* ) +lg
Uppgift nr 4 (5856)
Max 2/0
Korrekt uppstilld integral +lg
med i dvrigt godtagbar 16sning med korrekt svar (87x) +lg
Uppgiftnr 5 (5858)
Max 2/0
m
Godtagbar ansats, t ex tecknar sambandet +2e 4 =2 (cos% +1isin %) +lg
med i §vrigt godtagbar 16sning med korrekt svar (1 + i) +lg
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Uppgift nr 6 (5857)

Max 1/1
Godtagbar ansats, bestdmmer | z, | eller arg(z,) +lg
med i 6vrigt godtagbar 16sning med korrekt svar
(2, =3(cos10° +isin10°)) +1 vg
Uppgift nr 7 (5860)
Max 0/1
Korrekt svar (B: |[z—2—i|<1ochRez>2) +1 vg
Uppgift nr 8 (5381)
Max 2/2/a
a)  Godtagbar ansats, t ex visar att derivatan har ett nollstille for x =1 +1g
med godtagbar motivering av att det 4r en maximipunkt +1g

b)  Godtagbar ansats, t ex bestimmer derivatans dvriga nollstillen, x = 2% +1 vg

med godtagbart slutfort bevis av att f har ett minimum f6r x = 2 ;
dér vissa motiveringar kan vara bristfilliga eller saknas +1vg

MVG-kvalitet

visar eleven i denna uppgift genom att:

Formulerar och utvecklar problem,
anvénder generella metoder/modeller
vid probleml6sning

anvinda en generell metod (faktorsatsen) for att
16sa ekvationen f'(x)=0%*

Analyserar och tolkar resultat, drar
slutsatser samt bedémer rimlighet

Genom{for bevis och/eller analyserar
matematiska resonemang

genomfora beviset formellt korrekt.

Virderar och jam{or metoder/modeller

/// o, D2

Redovisar vilstrukturerat med korrekt
matematiskt sprak

*MVG-kvaliteten gillande generella metoder utfaller samtidigt som den forsta vg-poéngen

delas ut.
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Uppgift nr 9 (5864)

Max 3/4/a

Uppgiften ska bedomas med s.k. aspektbedomning. Bedémningsanvisningarna innehaller tva

delar:

o Forst beskrivs i en tabell olika kvalitativa nivéer for tre olika aspekter pa kunskap som
lararen ska ta hiinsyn till vid bed6mningen av elevens arbete.
® Direfter ges exempel pd beddmda elevlgsningar med kommentarer och poéngsittning.

Bedomningen avser Kvalitativa nivaer Total
Liigre p Hoigre |poing
Metodval och Eleven : Eleven bestimmer | Eleven bestdimmer
genomforande bestimmer antalet | antalet reella och | antalet reella och icke
1 vilken grad eleven kan reella och icke icke reella rétter | reella rotter for
tolka en problemsituation |reella rétter for | for ekvationen ' ekvationen z° +az =0
och losa olika typer av ekvationen 2 +az=0 for for minst ett positivt
problem. z’+az=0 for  |minst ett positivt : och ett negativt virde
Hur fullstindigt och hur | minst ett viirde pa | och ett negativt  pa a
vil eleven anvdnder a%0  viirde pé a. Loch
metoder och : | bestammer antalet
tillvigagangssdtt som dr i reella och icke reella
lampliga for att losa : rétter for ekvationen
problemet. {22 +b =0 for minst et
ivirde pd b#0

lg 2g 2gochlvg 2/1
Matematiska Eleven formulerar Eleven formulerar Eleven formulerar en
resonemang en godtagbar : en godtagbar  godtagbar slutsats i
Forekomst och kvalitet hos | slutsats i fallet  slutsats i fallet fallet z* +az=0,a#0
vdrdering, analys, Z+az=0,a#0 | 22+az=0,a#0 !ochifallet
reflektion, bevis och andra | eller i fallet ' eller i fallet {2 4b=0,b20
former av matematiskt 2+b=0,b%0 2+b=0,b%0 baserat p4 nagra
Fesonemang. baserat pé ett : baserat pd nagra  : specialfall eller

specialfall.  specialfall eller generella
 generella : undersokningar.
: unders6kningar.

1g . lgochlvg 1goch2vg 1/2
Redovisning och Redovisningen &r l4tt f6lja och forsta.
matematiskt sprak : Det matematiska spraket #r acceptabelt.
Hur Klar, tydlig och ;
Sfullstdndig elevens
redovisning dr och hur vl
eleven anvdinder
matematiska termer,
symboler och
konventioner. lvg 0/1
Summa 3/4
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MVG-kvalitet

visar eleven i denna uppgift genom att:

Formulerar och utvecklar problem,
anvinder generella metoder/modeller
vid probleml6sning

genomfora generella undersdkningar bade i fallet
2 +az=0,a#0 ochifallet 22 +5=0,56%0

Analyserar och tolkar resultat, drar
slutsatser samt bedomer rimlighet

med godtagbar motivering dra slutsatsen att det
mdjliga antalet reella rotter till ekvationen &r ett
eller tre.

Genomfor bevis och/eller analyserar
matematiska resonemang

visa att ekvationen har 1 reell rot och 2 icke-reella
rotteri fallet z° +az+b=0,a>0

Virderar och jamfor metoder/modeller

Redovisar vilstrukturerat med korrekt
matematiskt sprak

redovisa vilstrukturerat och tydligt med ett i
huvudsak korrekt matematiskt sprék.
Redovisningen omfattar vissa generella

berdkningar eller resonemang.

Uppgift nr 10 (6038)

Max 2/0
Godtagbar ansats, t ex bestimmer den allménna 16sningen y = Ce* +lg
med i dvrigt godtagbar 16sning med godtagbart svar (27) +1g
Uppgift nr 11 (6039)
Max 2/2
a)  Godtagbar ansats, t ex stéller upp en differentialekvation som beskriver
forloppet, y' = 0,05y +1g
b)  Godtagbar 16sning med korrekt svar ( y(t) = 200e%% 3) +lg
c¢)  Stiller upp en differentialekvation som giller i intervallet 30 <¢ <50
och anger begynnelsevillkoret »(30) ~ 896 +1 vg
med i 6vrigt godtagbar 16sning med godtagbart svar ( y(¢) =1 10e%07 ) +1 vg
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Uppgift nr 12 (5869)

Max 1/2
a)  Godtagbar ansats, t ex tecknar v _ = Lo +1g
dt  dr dt
med i 6vrigt godtagbar 16sning med godtagbart svar (1,9 cm/min) +1vg
b)  Godtagbar l6sning med godtagbart svar (240 cm?/min) +1 vg
Uppgift nr 13 (6018)
Max 0/2
a)  Godtagbar motivering av att / har en lokal maximipunkt +1vg
b)  Godtagbar bestimning av x-koordinaten (x ~ 0,541) +1 vg
Uppgift nr 14 (5871)
Max 0/1
Godtagbar ansats, t ex beskriver ett omrade som begrénsas av
s a +1 vg
V1+x?
Uppgift nr 15 (6020)
Max 0/3/a
Godtagbar ansats, t ex berdknar dammens volym, 170 liter +1vg
Stiller upp en ekvation f6r bestimning av tiden* +1vg
med i dvrigt godtagbar 16sning med godtagbart svar (13 min) +1 vg
MVG-kvalitet visar eleven i denna uppgift genom att:
Formulerar och utvecklar problem, anvinda en generell metod och stélla upp en

anvénder generella metoder/modeller | ekvation fér bestimning av tiden*.
vid problemlsning

Aore ok llar el o /////////////////////////////////

Virderar och jaimfor metoder/modeller //

i s d o ////////////////////////////////

*MVG-kvaliteten géllande generella metoder utfaller samtidigt som den andra vg-podngen

delas ut.
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Uppgift nr 16 (6017)

Max 0/3/a

a)  Godtagbar ansats, t ex inser att £ =2 ska vara rot till den karakteristiska

ekvationen till )" —-ay'+ay =0 +1 vg

med i 6vrigt godtagbar 16sning med korrekt svar (a =4) +1 vg
b)  Bestimmer den allménna 16sningen till y"'—4y'+4y =0 eller

visar att det finns ndgon funktion som 4r 16sning till y"-4y'+4y =0

men inte till ' -2y =0 +1 vg

MVG-kvalitet visar eleven i denna uppgift genom att:

Formulerar och utvecklar problem,
anvinder generella metoder/modeller
vid problemldsning

-

Analyserar och tolkar resultat, drar
slutsatser samt bedomer rimlighet

.
dra slutsatsen att alla 16sningar till

y'"'=4y +4y =0 inte dr losningar till y' -2y =0
med korrekt motivering.

Genomfor bevis och/eller analyserar
matematiska resonemang

Virderar och jamfér metoder/modeller

////////////////////////////a

Redovisar vilstrukturerat med korrekt
matematiskt sprak

redovisa vilstrukturerat och tydligt med ett i
huvudsak korrekt matematiskt sprak.

© Skolverket 2012



Exempel pia bedomda elevlésningar till uppgift 9.

Elevldsning 1 (3 g och 4 vg och tre av MVG-kvaliteterna)
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Kvalitativa nivéer Poéing | Motiveringar
Metodval och : : :
genomfSrande : ¥ : X 2/1
Matematiska x| 12
resonemang :
Redovisning och K : = 0/1
matematiskt sprk E : il
Summa 3/4

Kommentar: Eleven genomfor generella undersdkningar bade i fallet z° +az =0,a#0 och i
fallet z> +5=0,b = 0. Eleven visar MVG-kvaliteter genom att med ett godtagbart

resonemang forklara och dra slutsatsen att det mdjliga antalet reella rétter &r ett eller tre.
Dessutom visar eleven MV G-kvalitet genom att redovisningen é&r vélstrukturerad och det
matematiska spraket &r i huvudsak korrekt.



Exempel pa bedémda elevlsningar till uppgift 16b.

Nir eleven 16ser uppgiften finns delar av det som krévs som 16sning till 16b) i 16a). Dérfor

innehéller exemplen pa elevldsningarna bada deluppgifterna, men det ér endast 16b) som
bedoms.

Elevlésning 1 (1 vg).

“) Y-y -0 ey ey = o

23
= e rf.arsa = 0
r= 2
—> Y. 2a+a =0
4 = q
Y ’C'ZXCC"D"\) a =Y
b) = CCR; -D?*'Q—z’g
H -.:-_C.'.Q?-&

Alq /éfwwififqr VA4 j'-Zj =0 O:r

/Otsnr}zjqr A U( i.{"-dj'-(-ﬂ.d = D 7(0';— a = Z/
O hn éonn)qmér) /Z) = 0

Kommentar: Eleven bestimmer den allmédnna 16sningen men drar inte slutsatsen att det finns
16sningar till y"'—4y"'+4y =0 som inte 4r 16sningar till y'—2y = 0. Losningen erhéller
ddrmed 1 vg-poéng



Elevlosning 2 (1 vg och en av MVG-kvaliteterna).
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Kommentar: Eleven ger en korrekt motivering till varfor alla 16sningar till y"'—4y'+4y =0
inte &r 16sningar till y'—2y =0, vilket innebér att eleven erhéller MV G-kvaliteten fSr analys

och tolkning. Dédremot kan eleven inte uppnd MVG-kvalitet vad giller matematiskt sprak.
T.ex. saknas redovisning av den allménna 16sningen till y"—4y'+4y =0och pé nigra
stillen &r kommentarerna otydliga och bristfilliga.



